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УДК 519.46 
 
О ЗАДАЧЕ ПРОДОЛЖЕНИЯ ДИФФЕОМОРФИЗМОВ ТОРА 
И ЕЕ ПРИЛОЖЕНИЯХ 
 
А.М. ЛУКАЦКИЙ 
 
Предложена конструкция продолжения диффеоморфизма 2-тора до сохраняющего элемент объема диф-
феоморфизма полнотория. Конструкция иллюстрируется на примере продолжения диффеоморфизмов действия 
группы )R,2(SL  на торе. Полученные продолжения используются для построения примеров кинематического 
динамо в полнотории. Для случая n-мерной сферы предлагается обобщение ранее полученных результатов. 
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Введение 
 
Пусть задано полноторие (прямое произведение окружности на диск) .21 DSP ×=  Предпо-
лагается, что полноторие P снабжено координатами окружности и диска 
 }1,20,,{ 22 ≤+≤≤ yxyx πθθ . (1) 
Рассмотрим задачу продолжения диффеоморфизма границы полнотория (тора 2T ) внутрь 
до сохраняющего элемент объема диффеоморфизма полнотория. Для произвольного гладкого 
риманова многообразия с краем задача продолжения произвольного диффеоморфизма края до 
сохраняющего элемент объема диффеоморфизма всего многообразия сформулирована           
В.И. Арнольдом в [1], задача 1988-20. Там же предложено разобрать ее на примере полнотория. 
Для случая n-мерной сферы эта задача разобрана в [2; 3]. 
 
1. Конструкция продолжения диффеоморфизмов тора 
 
Следуя [3], рассмотрим однородные гармонические многочлены степени m на диске.       
Согласно [4], они образуют двумерное пространство с базисом 
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m iyxiyxi
qiyxiyxp +−+=−++= . (2) 
Заметим, что в полярных координатах },{ ϕρ  на диске имеем  
 { cos( ), sin( )}m mp m q mρ φ ρ φ= = . (3) 
Введем векторные поля на диске 
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Заметим, что для однородного гармонического многочлена p степени m на диске имеем: 
 
1
1
;
div ( ) ( 2) .
S
S
p p mp n
p m m p
∇ =∇ −
∇ =− +
 (5) 
где div,p∇  являются градиентом и дивергенцией в стандартных координатах (x,y) на диске. 
Векторные поля  
 { , , | 1, 2,...}m mh e f m =  (6) 
образуют полную ортогональную систему на окружности с координатой ϕ . Векторное поле w 
на торе удобно представить в виде 
, 
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Имеем 
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Введем векторное поле, обращающееся в ноль на границе 
 })()())()((){1( 00
2 ncgcqtpsru mmmm
m
θβθαθθ ′++∇+∇−= ∑ . 
Покажем, что добавлением такого поля к w можно получить бездивергентное векторное 
поле. 
Имеем 
 2 20 0div 2 ( ( ) ( ) ) ( )( 1) ( )(4 2)}.m m m m
m
u m s p t q c r c rθ θ α θ β θ′ ′= + + − + −∑  (9) 
Выберем коэффициенты в формуле для u из условия 0)(div =+ uw . Имеем: 
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Из этого следует: 
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Таким образом, получена 
Теорема 1. Гладкое (аналитическое) векторное поле на торе продолжается до гладкого 
(аналитического) векторного поля на полнотории. 
Доказательство. Произвольное гладкое (аналитическое) векторное поле w на торе предста-
вимо в виде (7). Из свойств рядов Фурье [5] следует, что для гладкого (аналитического) вектор-
ного поля на торе коэффициенты })(),(,)(),({ θθθθ mmmm dсba  убывают быстрее любой степен-
ной функции k
1 ,где Nk
m
∈  (как некоторая показательная функция ,где 0 1ma a< < ). По вектор-
ному полю w построим векторное поле u по формулам (10). Из формул (10) следует, что поря-
док убывания коэффициентов векторного поля u тот же, что и для w, а значит оно гладкое (ана-
литическое). Тогда векторное поле w+u на торе совпадает с w на торе и имеет нулевую дивер-
генцию на полнотории. Теорема доказана. 
Следствие 1. Гладкий (аналитический) диффеоморфизм тора, изотопный тождественному, 
продолжается до гладкого (аналитического) диффеоморфизма полнотирия, сохраняющего эле-
мент объема. 
Доказательство. Здесь используется теорема о разложении диффеоморфизма, изотопного 
тождественному в произведение потоков векторных полей. Для гладкого случая это следует из 
теоремы Терстона о простоте связной компонеты единицы группы диффеоморфизмов компакт-
ного многообразия [6], для аналитического - из теоремы М. Эрмана [7] о простоте связной ком-
поненты единицы группы аналитических диффеоморфизмов тора.  
; 
; 
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2. Некоторые обобщения конструкции продолжения диффеоморфизмов сферы 
 
Вернемся к случаю сферы ddS R1 ⊂− , рассмотренному в [3]. Для однородного гармониче-
ского многочлена p степени m на сфере имеем: 
 
 
1 ;
div ( ) ,
dS
w p p mp n
w m m d p
−= ∇ =∇ −
=− +
 (11) 
 
где div,p∇  являются градиентом и дивергенцией в стандартных координатах ),...,( 1 dxx  в R d . 
Здесь 2 2 21 1( ,..., ), ( , ) ...d dn x x r n n x x= = = + + . 
В [3] показано, что если ввести векторное поле 
 
 pmdru ∇+−= )(
2
)1( 2 ,  (12) 
 
обращающееся в ноль на сфере, то векторное поле uw+ является бездивергентным продолже-
нием векторного поля w со сферы внутрь шара. Заметим теперь, что для однородного много-
члена степени m имеем ( )mp n p= . Тогда можно переписать формулу (12) для u  в следующем 
виде 
 ))(((
2
1 pnpdu ∇+∇= . (13) 
Преимущество формулы (13) состоит в том, что она не зависит от степени многочлена p. По-
скольку любая функция на сфере разлагается в ряд по однородным, гармоническим в шаре мно-
гочленам ([4]), то получаем формулу для бездивергентного продолжения векторных полей гра-
диентной серии ([3]) на сфере внутрь шара. 
Пусть задана гармоническая в шаре функция f и   
 
 nfnffw dS )(1 −∇=∇= − . (14) 
Введем векторное поле 
 
2( 1) ( ( ( )).
2
ru d f n f−= ∇ +∇  (15) 
Резюмируя проведенные рассуждения, получаем 
Предложение 1. Векторное поле w (14) на сфере, где f – гармоническая в шаре функция, 
имеет бездивергентное продолжение внутрь шара  uw+ , гдеu  дается формулой (15). 
 
3. Приложения конструкции продолжения диффеоморфизмов 
 
Пример 1. Рассмотрим векторные поля  
 })cos(,)sin(,{ gvgug θθθ ==∂= , 
они порождают подалгебру )R,2(sl . Бездивергентными продолжениями этих векторных полей 
(div g =0) являются: 
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Заметим, что на оси полнотория ( 0== yx ) имеем gvgu )cos(,)sin( θθ −=−= , в частности, 
это инвариантное множество, на которой бездивергентные продолжения также порождают по-
далгебру )R,2(sl . При этом задаваемые действия группы  )R,2(SL  на торе и оси полнотория 
разнонаправлены. При этом непосредственно проверяется, что на всем полнотории векторные 
поля , ,g u v  порождают бесконечномерную алгебру Ли. 
Обозначим 
 vgA +=  , (16) 
на оси полнотория имеем AuA =],[ . Введем  элемент потока векторного поля A )exp(uF = .  
Тогда из свойств действия диффеоморфизма на векторное поле на оси полнотория имеем 
 AnAF n )exp()(* = . (17) 
Здесь имеет место эффект, аналогичный кинематическому динамо, но в норме 0C .  
Напомним, что эффект кинематического динамо [8] на компактном римановом многообра-
зии M заключается в существовании такого сохраняющего элемент объема M диффеоморфизма 
f и бездивергентного векторного поля v, что 
 22* ( ) ,где 1
n n
LL
f v a v a≥ > . (18) 
Векторное поле u  имеет на оси полнотория особые точки )0,0,(),0,0,0( π== ba , линеари-
зация u  в этих точках задается матрицей 
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. 
Собственные числа линеаризации u  в точке )
2
1,
2
1,1(: −−b . Тогда, согласно [8], имеет ме-
сто эффект кинематического динамо для  действия потока векторного поля u  на бездивергент-
ное векторное поле, имеющее направление, соответствующее собственному числу 1 линеариза-
ции, в точке , т.е.(1,0,0)b . Заметим, что )0,0,2(:=bA  и может служить таким бездивергентным 
векторным полем. Таким образом, экспоненциальному растяжению (17) вдоль оси полнотория 
векторного поля A  под действием диффеоморфизма F  соответствует эффект кинематического 
динамо (18) в полнотории.  
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Выводы 
 
Предложена конструкция явного продолжения векторного поля на торе до бездивиргентно-
го векторного поля на полнотории. Как следствие, установлено, что гладкий (аналитический) 
диффеоморфизм тора продолжается до гладкого (аналитического) диффеоморфизма полното-
рия. Конструкция продолжения диффеоморфизмов тора позволяет естественным образом по-
строить примеры кинематического динамо на полнотории. Это обусловлено тем, что на границе 
полнотория – торе действует полная группа диффеоморфизмов тора, и с ее помощью есте-
ственным образом получаются примеры экспоненциального растяжения векторного поля при 
действии потоком другого векторного поля. Бездивергентные продолжения таких векторных 
полей внутрь полнотория могут давать примеры кинематического динамо в полнотории. Здесь 
важен явный характер конструкции бездивергентного продолжения векторных полей, посколь-
ку становится возможным получить в явном виде бездивиргентные продолжения для элементов 
алгебры Ли )R,2(sl  и т.п. 
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ON THE PROBLEM OF TORE DIFFEOMORPHISM EXTENSION AND ITS APPLICATIONS 
 
Lukatsky A.M. 
 
The construction of the extensions of a 2-torus diffeomorphism up to volume preserving diffeomorphism of solid tori 
is proposed. The construction is illustrated on the example of extension of diffeomorphism of )R,2(SL action on the to-
rus. These extensions are used for the construction of kinematic dynamo examples onto solid torus. For the case of n-sphere 
a generation of results obtained before is proposed. 
 
Key words: diffeomorphism, boundary, extension, torus, solid torus, analytic extension, free-divergence vector field, 
volume preserving diffeomorphism, kinematic dynamo. 
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